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る．Azzalini（1985, 1986），Arnold et al.（1993）は共に正規分布に従う 2つの確率変数の一方が
他方を切断する（hidden truncation）ことで歪んだ分布が形成されるとし，これを非対称正規分
布（skew-normal distribution）と呼んだ．
その後，Azzalini and Dalla Valle（1996）はこれを 2 変量のケースに拡張し，Azzalini and
Capitanio（1999），Arnold and Beaver（2002），Gupta and Gupta（2004）は多変量のケースに
拡張した．また，元の分布の前提を正規分布ではなく他の分布とする拡張も行われ，Azzalini
and Capitanio（2003）, Arnold and Beaver（2002）は多変量 skew-t分布等へ拡張している．非対
称正規分布の適用例としては，裾が重い映画配給収入データの分布に skew-t分布を当てはめた
Walls（2005）の研究があり，金融分野では収益リターンの歪度，尖度に注目してヘッジファン





条件付き確率変数 Y を Z と定義する（λ は歪度パラメータ）と Z の密度関数 f(z) は次のよう
に導出される．ϕ(·) は標準正規分布の密度関数，Φ(·) は標準正規分布の分布関数である．
Y,W ∼N(0,1)
P (Z≤ z) = P (Y ≤ z |λY >W )= P (Y ≤ z,λY >W )
















(2.1) f(z;λ)= 2ϕ(z)Φ(λz) (−∞<λ<∞,−∞<z <∞)
この密度関数（2.1）式は歪度パラメータ λ の大きさにより歪度が変化し，図 1に示すように λ
が大きいほど歪度が大きくなる．
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図 1. 非対称正規分布の形状（f(z :λ) =2ϕ(z)Φ(λz)，λ=2,5 の場合）．
倒産企業の信用リスク値分布の実証分析のためには，元の分布と閾値分布それぞれの位置パ
ラメータおよび尺度パラメータを導入した 4パラメータでのモデル化が必要となる．その前段
階として Arnold and Beaver（2002）が示す 2パラメータの場合の密度関数を示せば以下の通り
である．
Y，W が互いに独立の変数で共に標準正規分布に従い，λ0 + λ1Y >W というイベントが起













Arnold and Beaver（2002）は，更に元の Y，W の分布が位置パラメータ µ，尺度パラメータ























の信用リスク値 Y を以下のように設定する．通常，信用リスク値 Y は，（3.1）式のような企業
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の財務比率の線形結合の形で表わされる．


























と考えたため，ここでは Y とW が互いに独立で共に正規分布に従うと仮定する．
Y の位置，尺度パラメータを µ1，σ1，W の位置，尺度パラメータを µ2，σ2 とし，Y，W の
分布関数を F (y)，G(w)，Y，W の密度関数を f(y)，g(w)とする．また，Y > W というイベ

























また，（3.2）式から導かれる対数尤度関数 l(θ) は次式の通り．ここで θ = (µ1,µ2,σ1,σ2) とす
る．nは閾値W を超えたデータ数（倒産企業数）である．
































上記（3.2）式を金融経済的に解釈すれば以下の通り．企業の信用リスク値 Y が閾値W を超え
た場合に倒産すると考え，与信判断基準たる閾値 W を固定したものとは捉えずに確率変動す
るものとする．（3.2）式に即して言えば，企業の信用リスク値 Y が µ1，σ1 をパラメータとする
正規分布に従い，閾値 W が µ2，σ2 をパラメータとする正規分布に従うと考える．企業の財
務内容は分布し，また，時点が変われば企業の財務内容も変化するが（これは信用リスク値 Y
の変化として計測される），他方，与信を行う側の判断基準（閾値W）も変化すると考える．図
2が示すように Y は正規分布に従うと仮定している．横軸は信用リスク値 Y，縦軸は確率密度
である．
信用リスク値 Y の高い企業（財務内容の悪い企業）は図 2の分布上右寄りに位置し，信用リス



























































れについて歪度 γ の変化をみれば，単調減少関数となる（図 3，図 4）．倒産事象でいえば，閾
値の位置が大きいほど（与信緩和時）倒産分布の歪度は小さくなり，閾値の尺度が大きいほど歪
度は小さくなる．
図 3. 閾値位置を変化させた場合の非対称正規分布の歪度．横軸：閾値位置 µ，縦軸：歪度 γ，
閾値尺度を 1 とした場合．
図 4. 閾値尺度を変化させた場合の非対称正規分布の歪度．横軸：閾値尺度 σ，縦軸：歪度 γ，
閾値位置を 1 とした場合．
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図 5. 閾値スケールパラメータ σ2 の変化と倒産企業信用リスク値 Z 密度．σ2 を 0∼ 2 と変
化させた場合，ここでは µ1=−6.25，σ1 =2.5，µ2=0 と設定．
図 6. 閾値位置パラメータ µ2 の変化と倒産企業信用リスク値 Z 密度．µ2 を 0∼ 2 と変化さ
せた場合，ここでは µ1 =−6.25，σ1 =2.5，σ2 =1.5 と設定．
実際の信用リスク値データに則した値の近傍で閾値の尺度パラメータ σ2 や位置パラメータ
µ2 を変化させた場合のシミュレーションを行ってみれば以下の通り．閾値の尺度パラメータ
σ2 が小さいほど倒産企業の信用リスク値分布の歪度は大きくなり（図 5手前），逆に σ2 が大き
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図 8. 正常先 6 年間分布推移．左端 2001 年，右端 2006 年．



























































閾値を見る限り 2006年に既に厳格化が始まっている．米国では 2006 年から住宅価格がいくつ
かの地域で下落を開始し，住宅市場の減速が本格化した．また 2006年初には GM，Fordの経
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た倒産密度関数グラフ（図 12）をみれば以下の通り．総資産 1億ドル以上の 2003年倒産先分布
（図 11左）の歪みが小さい（歪度 −0.115）のに対し，総資産 5億ドル以上の倒産先分布（図 11右）
は右裾が重い歪んだ分布（歪度 0.485）となっている．
推定閾値パラメータ（µ̂2 , σ̂2）を用いて近似した密度関数グラフをみると，歪度が小さい総資
産 1億ドル以上先を近似したグラフ（図 12左）では閾値の変動幅（尺度 2.7846）が大きくなって















表 2. 倒産先分布の歪度比較．（注）2005 年，2006 年の総資産 5 億ドル以上の倒産先は各々 2
社であるため歪度を表示せず．








閾値位置 µ2 − 3.7496
同　尺度 σ2 0.5001
図 12. 2003 年倒産企業（2002 年データ）信用リスク値 Z 推定密度．左：総資産 1 億ドル以
上先の近似，右：総資産 5 億ドル以上先の近似．
















常先として S&P500社中から金融保険・不動産を除く 397社の 2001年データを用い，倒産企
業として 2002年に倒産した米国上場企業 67社の 2001年データを用いた（財務データが入手で
きる上場企業で，かつ，総資産 1億ドル以上の全 67社）．ここで「倒産企業」は米国連邦破産















表 3. データサンプル（単位 社）．
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表 4. 分析対象企業のプロフィール（単位 百万ドル）．
デルでも同様の理由から ngl変換を用いることとした．
(A.1) ngl(x)=
{− log(1− x) if x≤ 0
+log(1 + x) if x> 0
倒産予測モデル作成の手順としては，まず，S&P Compustatの 48財務指標に関し各指標毎
の単回帰分析により倒産判別力を判定し（説明変数は各財務指標の負の対数変換値，目的変数
は倒産 1，非倒産 0のダミー変数），財務的な意味も含めて説明力が高い 18指標を選び出した
（表 5）．ちなみにこの 18 指標を財務的な特性で分類すれば収益性指標 8種類，キャッシュフ







(A.2) 倒産確率 : P (Y )=
exp(Y )
1 + exp(Y )
(A.3) 信用リスク値 Y =−0.484x1 + 0.629x2 + 1.355x3 − 8.497 + ε
x1 : ngl (Oper. Margin Before Depreciation, ％)
x2 : ngl (Net Proﬁt Margin, ％)




{− log(1− x) if x≤ 0
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Default Distribution Model Truncated by
Stochastic Credit Decision
—Application of Skew-normal Distribution—
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The univariate skew-normal distribution was introduced by Azzalini in 1985 as a
natural extension of the normal density to accommodate asymmetry. In the finance con-
text, a company will be generally deemed to go bankrupt when its credit score exceeds
a critical threshold. This paper applies the skew-normal distribution to default company
distribution. It assumes that credit decision and corporate credit score are both normally
distributed and vary stochastically. The corporate credit distribution is truncated by the
stochastic threshold (credit decision) and results in a skew-normal distribution of default
companies.
This paper refers to the basic feature of the skew-normal distribution. When the
threshold parameters are inferred using empirical default data, the location parameter
shows consistency with the historical credit decision trend. Additionally, the skew-normal
distribution model can indicate the skewness of the default distribution caused by the
parameters, especially the scale parameter of the threshold.
Key words: Skew-normal distribution, hidden truncation, credit risk.
